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ОБ ОДНОМ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОМ РАЦИОНАЛЬНОМ ПРОЦЕССЕ 
ФЕЙЕРА – ЭРМИТА
Аннотация. Целью данной работы является изучение нового подхода к определению интерполяционного про-
цесса Фейера – Эрмита с узлами Чебышева – Маркова первого рода на отрезке и описание некоторых его аппрокси-
мационных свойств. Проведен краткий анализ результатов по теме исследования – построению интерполяционных 
процессов, в частности Фейера – Эрмита, в полиномиальной и рациональной аппроксимации. Предложен новый 
способ определения интерполяционного рационального процесса Фейера – Эрмита. Один из основных результатов 
работы состоит в доказательстве равномерной сходимости указанного процесса для произвольной непрерывной на 
отрезке функции при некоторых ограничениях на полюсы аппроксимирующих функций. Этому результату пред-
шествуют некоторые вспомогательные утверждения, описывающие свойства специальных рациональных функций. 
Для доказательства используются классические методы математического анализа, теории приближений и теории 
функций комплексного переменного. Кроме того, проводится численный анализ эффективности использования по-
строенного интерполяционного процесса Фейера – Эрмита для приближения функции, отражающей особенности 
рациональной аппроксимации. При этом выбор параметров, от которых зависят узлы интерполирования, произво-
дится несколькими стандартными способами. Полученные результаты могут быть применены для дальнейшего ис-
следования аппроксимационных свойств интерполяционных процессов.
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ON ONE INTERPOLATING RATIONAL PROCESS OF FEJER – HERMITE
Abstract. In this paper, a new approach to the definition of the interpolating rational process of Fejer – Hermite with 
first-type Chebyshev – Markov nodes on a segment is studied and some of its approximating properties are described. In the 
introduction a brief analysis of the results on the topic of the research is carried out. Herein, the methods of the construction of 
interpolating processes, in particular, Fejer – Hermite processes, in the polynomial and rational approximation are analysed. 
A new method to determine the interpolating rational Fejer – Hermite process is proposed. One of the main results of this pa-
per is the proof of the uniform convergence of this process for an arbitrary function, which is continuous on the segment, un-
der some restrictions for the poles of approximating functions. This result is preceded by some auxiliary statements describing 
the properties of special rational functions. The classic methods of mathematical analysis, approximation theory, and theory of 
functions of a complex variable are used to prove the results of the work. Moreover, we present the numerical analysis of the 
effectiveness of the application of the constructed interpolating Fejer – Hermite process for the approximation of a continuous 
function with singularities. The choice of parameters, on which the nodes of interpolation depend, is made in several standard 
ways. The obtained results can be applied to further study the approximating properties of interpolating processes.
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Интерполяционные полиномиальные процессы являются важной частью теории аппрок-
симации. Их изучению посвящены монографии (см., напр., [1]) или отдельные главы в извест-
ных монографиях (см. [2–4]). Важное значение в современных исследованиях по теории интер-
полирования занимают процессы Фейера – Эрмита, сходящиеся, как правило, для более ши-
роких классов функций в сравнении с процессами Лагранжа. В этой связи обратим внимание 
на работу [5], в которой содержится также обширная библиография по данной тематике (около 
300 источников).
В последнее время вызывает достаточный интерес интерполирование рациональными функ-
циями по специальным системам узлов (см., напр., [6–8]).
Г. Мином [9] был построен квази-интерполяционный рациональный процесс Фейера на от-
резке [–1,1] и исследована его равномерная сходимость для непрерывных функций. В работе [10] 
авторами был предложен другой подход к построению таких интерполяционных рациональных 
процессов Фейера – Эрмита с узлами Чебышева – Маркова второго рода.
Некоторые упоминания об интерполяционных рациональных процессах Фейера – Эрмита 
с узлами Чебышева – Маркова первого рода содержатся еще в работе В. Н. Русака [11].
В настоящей работе построен интерполяционный рациональный процесс Фейера – Эрмита 
в случае, когда в качестве узлов выбираются нули алгебраических дробей Чебышева – Маркова 
первого рода. Здесь мы следуем схеме, предложенной в статье [11].
Пусть n∈ и ak, 0,1,...,2 1,k n= −  – набор чисел, удовлетворяющих условиям:
1) a0 = 0;
2) если ,ka ∈  то | | 1;ka <
3) если ,ka ∈  то среди указанных чисел есть такое число al, что .l ka a=
Введем косинус–дробь Чебышева – Маркова [12]


























































где pn(x) – некоторый алгебраический полином степени, равной n.
Косинус-дробь mn(x) имеет n простых нулей на интервале (–1,1):
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где dk, 1,2,..., ,k n=  – некоторые постоянные. Подберем такое значение постоянных dk, чтобы 
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Обозначим через Pn, как обычно, множество всех алгебраических полиномов степени не вы-
ше n и введем в рассмотрение множество функций
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Опишем некоторые свойства функций Ak(x) и Bk(x), 1,2,..., .k n=
Л е м м а  1. 2 1( ), ( ) ( ),    1,2,..., .k k nA x B x a k n−∈ =R  Для , 1,2,...,k m n=  имеют место равенства
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(13)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы легко проверяется с помощью определе-
ний (8), (9) и представления (4).
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x xx x→ →
− −  ′= = = = −l l 
При m ≠ k вторая часть соотношений (12) очевидна. При m = k требуемое равенство обеспечи-
вает выбор параметров dk (10).
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Лемма 1 доказана.
Для произвольной функции f(x), определенной на отрезке [–1,1], построим функцию
 1 1
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n n
n k k k k
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где yk, 1,2,..., ,k n=  – некоторые наперед заданные действительные числа.
Л е м м а  2. 2 1( , ) ( ).n nH x f a−∈R  Кроме того,
 ( , ) ( ),    ( , ) ,    1,2,..., .n k k n k kH x f f x H x f y k n′= = =  (15)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Первая часть леммы непосредственно следует из определения (14) 
и первого утверждения леммы 1. Интерполяционные условия (15) вытекают из соответствую-
щих свойств (12) и (13). Лемма 2 доказана.
З а м е ч а н и е. Определение (14) и утверждение леммы 2 позволяют назвать ( , )nH x f  интер-
поляционным рациональным процессом типа Фейера – Эрмита.
Л е м м а  3. Пусть 2 1 2 1( ) ( )n nr x a− −∈R  и 2 1( ),    1,2,..., .k n ky r x k n−′= =  Тогда 2 1 2 1( , ) ( ).n n nH x r r x− −≡  











Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая соотношения (15), запишем
2 1 2 1 2 1 2 1( , ) ( ),    ( , ) ( ),    1,2,..., .n k n n k n k n n kH x r r x H x r r x k n− − − −′ ′= = =
Таким образом, каждая их точек xk, 1,2,..., ,k n=  является нулем, по крайней мере, второго поряд-
ка рациональной функции 2 1 2 1 2 1( , ) ( ) ( ).n n n nH x r r x a− − −− ∈R  Поэтому первое утверждение леммы 
справедливо. Равенство (16) вытекает из доказанного утверждения при 2 1( ) 1.nr x− ≡  Лемма 3 до-
казана.
Для дальнейшего исследования нам понадобится специальный случай функции (14). Пусть 
0,   1,2,..., .ky k n= =  Рассмотрим линейный оператор (0) 2 1( , ) : [ 1,1] ( ),n nH x f C a−− → R  определяе-
мый формулой













Из (16) следует, что
 
(0) ( ,1) 1.nH x ≡  (18)
Наряду с числами ak, 1,2,...,2 1,k n= −  будем рассматривать числа ck, связанные с данными 
числами условиями 
 ( )
1 2 1 111,    ,    1,2,...,2 1.
2k k k k k k
c a a a c c k n− − − −= − − = + = −
 
(19)
Здесь выбираем так ветвь квадратного корня, чтобы | | 1,    1,2,...,2 1.kc k n< = −  Также, если ak = 0, 
то и ck = 0. Кроме того, в дальнейшем будем полагать, что
 | | 1,    1,2,...,2 1.kc k n≤ ρ < = −  (20)
Для доказательства основного результата нам понадобятся следующие вспомогательные 
утверждения.
Л е м м а  4. При выполнении условий (20) для любых [ 1,1]x∈ −  справедливы неравенства
 1 2 2( ) ( ) ( ) ,nC n x C nρ ≤ l ≤ ρ  (21)
 2 3| ( ) | ( ) .n x C n′l ≤ ρ  (22)
Здесь и далее через 1 2( ), ( ),...C Cρ ρ  будем обозначать положительные постоянные, зависящие 
только от ρ (см. (20)).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим каждое слагаемое из правой части (3):
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и воспользуемся соотношениями (19). Тогда
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Воспользуемся свойствами функции Жуковского. Точка ( )112 k kc c
−+  лежит на эллипсе с фоку-
сами ±1, полуосями ( )11 | | | |2 k kc c
−+  и ( )11 | | | | .2 k kc c
− −  Так как [ 1,1],x∈ −  то в случае действительно-
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Следовательно,
1 | | 1 | || | ,    1,2,...,2 1,    [ 1,1].




c c k n x
c c
− +
≤ g ≤ = − ∈ −
+ −
268  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 3, рр. 263–274
В случае комплексных значений параметров ak, аналогичный результат получится при рас-
смотрении двух комплексно сопряженных слагаемых.
Суммируя найденные неравенства по k от 1 до 2n – 1 и учитывая условие (20), придем к соот-
ношениям (21).
Оценка (22) доказывается таким же образом. Лемма 4 доказана.
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равномерно сходится к нулю на отрезке [–1,1].
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Сумма в правой части последнего неравенства есть не что иное, как функция Лебега интер-
поляционного процесса Лагранжа с узлами Чебышева – Маркова (см. [6]). На основании теоремы 
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Отсюда и из (23) следует заключение леммы 5.














равномерно ограничена на отрезке [–1,1], т. е. существует такая постоянная C6(ρ), что
6( ) ( ),    [ 1,1].nS x C x≤ ρ ∈ −
Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем замену cos ,    [0, ]x = θ θ∈ π  и обозначим cos ,k kx = θ  0 < θ1 < 
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Для числителя последней дроби получим
2| (cos ) (cos ) | | (cos )sin ( ) | (cos ) | |,n n k n k k k n k km m m′θ − θ = ξ ξ θ − θ = l ξ θ − θ
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Осталось применить неравенства (21) и (25), чтобы получить
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| cos | (cos ) | cos | (cos )( ) 4 ( )
cos cos cos cos(cos ) (cos )
: 4 ( ) ( ) ( ).
m nk n k n
n
k kk k mn k n k




θ θ θ θ
≤ ρ + + =
θ − θ θ − θl θ l θ
= ρ + σ + σ
∑ ∑
 (26)
Конечно, в некоторых случаях расположения θ относительно чисел θk, 1,2,..., ,k n=  одна из 
сумм в правой части последнего равенства может отсутствовать. В таких случаях доказатель-
ство, очевидно, упрощается. 
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Теперь рассмотрим случай, когда 2 .2m−
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Для суммы (1)1 ( )xσ  легко получить оценку, аналогичную неравенству (28). Для суммы 
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то эта функция является возрастающей при 0 1 2[ , ].m mt + −∈ θ θ  Значит,
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В силу того, что
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Заметим также, что неравенства, аналогичные неравенствам (25), имеют место и для разно-
сти .nπ − θ  Тогда, воспользовавшись данными соотношениями, несложно получить, что
(1)
152 ( ) ( ),    [ 1,1].x C xσ ≤ ρ ∈ −
Таким образом, мы доказали ограниченность суммы (1) ( )xσ  из (26). Ограниченность суммы 
показывается (2) ( )xσ  аналогично. Лемма 6 доказана.
Сформулируем основной результат.
Те о р е м а. Пусть [ 1,1].f C∈ −  При выполнении условий (20) интерполяционный рациональ-
ный процесс Фейера – Эрмита (0) ( , ),   1,2,...,nH x f n =  (см. (17)) равномерно сходится к функции f 
на отрезке [–1,1]. 



















1 ( ) ( )( ) 1 ( ) ,    1,2,..., .
( )( ) 1
k n n k k
k k
k n kn k k
x m x x xA x x x k n
x x xx x
  ′− l = − + − =     − ll −    
Зафиксируем [ 1,1].x∈ −  В силу равномерной непрерывности функции f на отрезке [–1,1] для 
произвольного ε > 0 существует δ > 0 такое, что при любых , [ 1,1],   | | ,x x x x′ ′′ ′ ′′∈ − − < δ  выполня-
ется неравенство
| ( ) ( ) | .f x f x′ ′′− < ε
Разобьем множество индексов 1,2,...,k n=  на две группы:
{ , 1,2,..., :| | },    {1,2,..., } \ .kk k n x x C nΩ = = − < δ Ω = Ω
Тогда с помощью (29) легко получить, что
 
(0) (1) (2)( ) ( , ) ( ) 2 ( ),nf x H x f S x MS x− ≤ ε +  (30)
где 
[ 1,1]





(1) (2)( ) | ( ) |,    ( ) | ( ) |.k k
k k C
S x A x S x A x
∈Ω ∈ Ω
= =∑ ∑
Из равенства (16), лемм 5, 6 и определения (8) следует, что функция S(1)(x) равномерно огра-
ничена на [–1,1], т. е.
 
(1)





1 1 | ( ) || ( ) | 1 | | | || | .
( )( ) ( )
n k
k k k k k
n kn k k
xA x x x x x x x
xx x x
′ l
= − + − + − ll −  
Очевидно, что 2| | 2,    | | 1,    1 1.k k kx x x x− < < − <  Поэтому, учитывая (21) и (22), выражение 
в скобках ограничено. Воспользовавшись выбором индексов CΩ, получаем:
14
2 2
( )| ( ) | ,    ,    [ 1,1].k
CA x k C x
n
ρ


















Подставляя (31) и (32) в (30), окончательно получаем
(0)
14 2
2( ) ( , ) ( ) ,    [ 1,1].n
Mf x H x f C x
n
 − ≤ ρ ε + ∈ − δ 
Таким образом, последовательность (0){ ( , )},    1,2,...,nH x f n =  равномерно сходится к функ-
ции f(x) на отрезке [–1,1]. Теорема доказана.
П р и м е р. Представляет интерес проиллюстрировать численным образом применение по-
лученных интерполяционных процессов для аппроксимации некоторых непрерывных функций 
при различных способах выбора параметров, от которых зависят узлы интерполирования. Здесь 
заметим следующее. По всей видимости, можно доказать, что основной результат работы оста-
ется справедливым и в том случае, когда на параметры ak, 0,1,...,2 1k n= −  (или ck) условие (19) не 
накладывается.
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Рассмотрим приближение функции 2( ) 1 .f x x= −  Учитывая особенность функции, в этом 
случае в качестве параметров, по которым строится косинус-дробь Чебышева – Маркова, будем 
использовать вещественные, симметричные относительно нуля, числа.
Рассмотрим три случая. Первый случай – два геометрически различных ненулевых параметра:
 0 1
1 10,    ,    2,..., ,    ,    1,...,2 1.
2 2k k
a a a k n a k n n= = = = = − = + −
 
(33)
Второй случай – ненулевые параметры ak, 0,1,...,2 1,k n= −  имеют кратность, равную 1, 
и выбираются таким образом, что выполняются условия (19) (т. е. параметры ak «не сгущаются» 
к концам отрезка [–1, 1]):
 0 1 1
0,    ,    ,    2,3,..., ,k n k k
Cka a a a a k n
n  
     
 
(34)
где C – положительная константа, C > 1.
Третий случай. Параметры ak «сгущаются» к концам отрезка [–1, 1]:
 0 1 1
0,    1 ,    ,    2,3,..., .k n k k
ka a a a a k n
n  
      
 
(35)
Предположив также, что порядок приближения функции 2( ) 1 ,f x x= −  построенными ин-




в каждом из рассмотренных случаев найдем несколько первых членов последовательности 
( ){ } ( )2 2 (0)[ 1,1]11 ,    1 max ( ) ( , ) .n n nxnnE x E x f x H x f
∞
∈ −=
− − = −
n
Случай (33) Случай (34), C = 0,9 Случай (35)
( )21E n x− ( )21E nn x− ( )21E n x− ( )21E nn x− ( )21E n x− ( )21E nn x−
11 0,21020 0,69715 0,19721 0,65409 0,20753 0,68831
21 0,12682 0,58118 0,11985 0,54923 0,12083 0,55369
31 0,09276 0,51645 0,08788 0,48928 0,08655 0,48188
41 0,07385 0,47292 0,07005 0,44854 0,06795 0,43509
51 0,06172 0,44074 0,05857 0,41826 0,05619 0,40129
61 0,05321 0,41554 0,05051 0,39447 0,04805 0,37529
71 0,04688 0,39504 0,04451 0,37506 0,04206 0,35443
81 0,04198 0,37788 0,03987 0,35879 0,03746 0,33718
91 0,03807 0,36320 0,03615 0,34487 0,03381 0,32257
101 0,03487 0,35044 0,03311 0,33275 0,03084 0,30998
На рисунке показаны графики функций ( ) | |f x x=  и (0)31 ( , )H x f  в случае (34).
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Рассмотренный пример показывает возможность применения введенных в статье интерполя-
ционных рациональных функций типа Фейера – Эрмита для приближения непрерывных на от-
резке функций. Конечно, качество приближения зависит от выбора параметров ak, 0,1,...,2 1.k n= −
Заключение. В работе описан новый подход к построению интерполяционного рационально-
го процесса Фейера – Эрмита на отрезке с узлами в нулях косинус-дробей Чебышева – Маркова 
первого рода. Доказана сходимость этого процесса для произвольной непрерывной на отрез-
ке функции при некоторых ограничениях на полюсы аппроксимирующих функций. Проведен 
численный анализ эффективности использования построенного интерполяционного процесса 
Фейера – Эрмита для приближения функции, отражающей особенности рациональной аппрок-
симации.
Также можно сделать предположение о том, что результаты работы останутся верными 
и в случае, когда условие (19) не накладывается, а выполняется лишь ограничение на параме-
тры, обеспечивающее полноту соответствующей системы рациональных функций (см, напр., 
[10, с. 296]).
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